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Vorwort. 



Die vorliegende Arbeit beschäftigt sicli mit einigen speziellen 
Gelenksystemen, den Konstruktionen und Rechnungsoperationen, 
welche damit gemacht werden können, sowie mit den durch 
sie ausführbaren Transformationen der Kollineatimi und Inversion. 
Daran schliesst sich eine Anwendung elliptischer Funktionen auf 
Peaticelliers Inversor und die damit zusammenhängenden Schlies- 
sungsprobleme, Zum Schlüsse werden dann noch einige Unter- 
suchungen über räumliche Gelenktoerke beigefügt. 

Abgesehen von den bekannten Gelenkwerken, welche zum 
Verständnis des Ganzen notwendig sind, besteht die Arbeit in 
der Zusammenfassung einer Reihe von Studien, welche vom Ver- 
fasser in den letzten Jahren, sowie neulich gemacht wurden und 
wie sie teilweise schon in verschiedenen Journalen und in meinem 
Buche über ,^An Introduction To Projective Geometry And Its 
Applications^^ ^) erschienen sind. 

Der Verfasser. 
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l Eialeitung. 



§ I. Geschichtliches. 

Gelenkmechaniamen einfacher Art wurden schon in den ältesten 
Zeiten für praktische Zwecke erfunden. So soll Archimedea 
sinnreiche Hebelwerke und Kriegsmaschinen zur Verteidigung seiner 
Vaterstadt Syrakus gegen die Rßmer gebaut haben. Im Jahre 
1603 erfand der Jesuit Christoph Scheiner den nach ihm be- 
nannten, und jetzt noch gebräuchlichen Pantographen zur Ver- 
grösserung oder Verkleinerung einer Figur auf dem Zeichenbrett. 
Mechanismen ähnlicher Art findet man durch die ganze geschicht- 
liche Entwicklung der Maschinentechnik, ohne jedoch auf eine 
analytische Untersuchung derselben und der Maschinenelemente 
überhaupt zu stossen. Einen Anfang dazu machten erst Monge 
und Carnot, welche kurz nach der Gründung der polytechnischen 
Schule zu Paris im Jahre 1794 die Bewegungsmechanismenlehre 
von der allgemeinen Maschinenlehre abtrennten. Bedeutende 
Foitschritte in der reinen Kinematik machten sodann Poncelet, 
Poinsot, Chasles und R^sal, yelcher 1862 seine „Cinematique 
Pure" veröffentlichte. Releaux ') bestimmte in systematischer 
Weise die Elemente der Maschinengetriebelehre und zeigte, wie sich 
Elenientenpaare zu kinematischen Ketten zusammenfügen lassen. 

Eine weitere Ausbildung nach der geometrischen Seite erhielt 
die Bewegungslehre durch eine Reihe neuerer Forscher, von denen 

1) Professor der Maschinenlehre am Polytechnikum in Zürich von 3856 — 1864. 
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Darboux, Koeriigs^), A. Mannheim^), Schönfliess^), Somoff*) 
u. a. zu nennen sind. 

Die Geschichte -der Gelenkmechanismen und der durch die- 
selben erzeugten geometrischen Transformationen insbesondere 
geht zurück auf den französischen Artillerie-Offizier Peaucellier, 
welcher im Jahre 1864 in den „Nouvelles Annales de Mathe- 
matiques" das Prohlem aufstellte, gerade Linien durch reine Ge- 
lenkbewegungen zu erzeugen und 1873 im gleichen Journal eine 
Lösung desselben veröffentlichte. Dieses Problem wurde 1871 
auch von dem russischen Studenten Lipkin, einem Schüler Pro- 
fessor Tschebyscheffs an der Universität St. Petersburg gelöst 
und im „Bulletin de St. Petersbourg" pubhziert. 

Seit jener Zeit haben englische Qeometer, unter welchen be- 
sonders Sylvester, Hart, Roberts, Cayley und Kempe 
zu nennen sind, sich eingehend mit solchen Gelenkwerken und 
ihren geometrischen Eigenschaften beschäftigt und eine Reihe 
wichtiger Resultate gefunden. 

Wohl am interessantesten ist der Kempesche Satz, dass es 
immer möglich ist, ein Gelenksystem zu konstruieren, in welchem 
ein bestimmter Punkt eine beliebig gegebene, ebene, algebraische 
Kurve beschreibt. Koenigs, loc. cit., hat dann diese Unter- 
suchung verallgemeinert und bewiesen, dass jede algebraische 
Fläche und Raumkurve durch Gelenkmechanismen erzeugt wer- 
den kann. 

Als Resultat dieser interessanten Sätze war es dann nicht 
schwierig zu beweisen, dass jede algebraische Transformation 
zwischen irgend einer Anzahl von Veränderlichen durch solche 
Bewegungen möglich ist und dass folglich auch alle algebraischen 
Transformationen mit komplexen Veränderlichen ausgeführt wer- 
den können. ö) 



1) Legons de Clncmatique, Paris, A. Hermann, 1897. 

2) Recueil rf^'.s' savants etrangers, 

^) Geometrie der Bewegung in synthetischer Daratellung, Leipzig, Teubner, 1886. 

*) Kinematik, Leipzig, Teubner. Eine Reihe von interessanten Arbeiten über 
diesen Gegenstand veröffentlichte P. S o m o f f (Warschau) teils russisch, teils 
in Zeitschrift für Mathematik und Phydk, Bd. 46, 1. u. 2. Pleft, pp. 199 — 217. 

'■') A. E m c h : Transactions of the American Mathematical Society : Vol. III, 
pp. 493—498 (Oct. 1902). 
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§ 2. Allgemeines fiber Gelenktnechanismen 

und die durch sie ausfährbaren Konstruktionen 

und algebraischen Operationen. 

Um eine bestimmte Idee über die ebenen Gelenkmechanismen 
zu haben, soll die folgende Definition von Koenigs angenommen 
werden : 

Ein ebenes Gelenksystem (Systeme articule, linkage) ist aus 
ebetien Platten oder Figuren zusammengesetzt, welche gezwungen 
werden, in einer und derselben Ebene zu verharren und unter 
welchen eine gewisse Anzahl mit einander durch Gelenkzapfen, senk- 
recht zur gemeinsa7ne?i Ebene verbunden sind. 

In dieser Definition wird angenommen, dass die Gelenkstäbe 
sich ohne Anstoss übereinander bewegen können, was nur dadurch 
möglich ist, wenn sich die als materiell gedachten Stäbe in einer 
Reihe paralleler Ebenen befinden. Im übrigen werden in der Pro- 
jektion auf die Ebene des Gelenksystems, d. h. die Ebene, auf 
welcher sich die geometrisch ideahsierten Stäbe bewegen, die 
Gelenkzapfen als geometrische Punkte und die Stäbe, d. h. die 
Verbindungslinien je zweier Zapfen als geometrische Geraden an- 
genommen. In diesem Sinne soll es stets möglich sein, zwei 
Gelenkzapfen, welche von einander unabhängig sind, mechanisch 
zu vereinigen, oder geometrisch genau zur Deckung zu bringen. 
Es soll ferner angenommen werden, dass ein Gelenkzapfen, wenn 
beweglich, stets mit einem beliebig gewählten Punkt einer Ge- 
raden zentriert werden könne und dass folgHch auch ein Gelenk- 
stab mit einem gleichlajigen Teil einer Geraden zur Deckung ge- 
bracht werden kann. In der Regel befinden sich an jedem Gelenk- 
stab nur zwei Zapfen, welche denselben auch begrenzen. Kommen 
ausnahmsweise drei Zapfen vor, so kann man sich ein solches 
System als Stabdreieck vorstellen, in welchem die dritte Seite 
gleich der Summe der zwei ersten ist. Ausnahmsweise, wenn 
ausdrücklich verabredet, können die Stäbe auch über die Zapfen 
hinaus geradUnig verlängert werden. 

Jedes Gelenksystem ist so konstruiert, dass einer seiner Ge- 
lenkpunkte den Koordinatenanfangspunkt darstellt, während 
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11. Fundamentale Gelenkmechanismen, 
Konstruktionen und algebraisclie Operationen. 

VW 



§ 3. Der Gelenkrhotnbus und die durch ihn 
ausführbaren Konstruktionen. 

1. Die verschiedenen Arten geometrischer Konstruktionen. 

Eine geometrische Aufgabe heisst im gewöhnlrchen Sinne lös- 
bar, wenn die Lösung mit dem Lineal und dem Zirkel allein mög- 
lich ist. In diesem Sinne ist die Lösung aller Aufgaben ersten 
und zweiten Grades, sowie der auf sie zurückführbaren Aufgaben 
höheren Grades möglich. Bei allgemeinerer Auffassung sind auch 
Aufgaben dritten und höheren Grades, wie die der Würfel- Ver- 
doppelung, der Dreiteilung des Winkels, u. s. w. lösbar, wenn man 
Ellipsen- und höhere Kurvenhneale in Anspruch nimmt. Hier soll 
es sich nur um Aufgaben im gewöhnlichen Sinne handeln. Dabei 
zeigt es sich, dass solche Aufgaben nicht nur mit Zirkel und 
Lineal, sondern auch mit andern elementaren Mitteln gelöst wer- 
den können. So hat Mascheroni im Jahre 1797 in seinem be- 
rühmten Werke über „La Geometria del Compasso" gezeigt, dass 
alle diese Aufgaben mit dem Zirkel allein gelöst werden können. 
Jakob Steiner veröfFentUchte 1833 „Die geometrischen Kon- 
struktionen, ausgeführt mittels der geraden Linie und eines festen 
Kreises" und gab dadurch den Anstoss zu einer Reihe von Ar- 
beiten in diesem Gebiete. Li seinen „Vorlesungen über projektive 
Geometrie" zeigt Enriques, dass alle geometrischen Aufgaben 



*) Leipzig, Teubner, 1903 (deutsch von Dr. H. Fleischer). 
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1 zweiten Grades mit einem DoppellineaJ, einem Lineal 
parallelen Kanten lösbar sind. 

iinlässliche Erörterung über geometrische Konstruktions- 
iten befindet sich in dem Werk von Professor A. Adler 
lorie der geometrischen Konstruktionen".^) Darin wird 
lerem gezeigt, dass sämtliche Konstruktionen zweiten 
t Hülfe eines rechten Winkeis, oder auch eines beliebigen 
3twa aus Holz) durchgeführt werden können. Feld blum 
ner Dissertation*) „Ueber elementar geometrische Kon- 
■n" ein Instrument angegeben, den sogenannten Winkel- 
mit welchem es durch Winkel halbieren und Ziehen von 
jelingt, nur solche Aufgaben zu lösen, welche sich durch 
1 und das Abtragen von Strecken erledigcin lassen, öein 
t besteht aus einem Gelenkrhombus mit zwei verlänger- 
1 und einer Diagonale. 



e fundamentalen geometrischen Konstruktionen 
ausgeführt mit dem Gelenkrhombus. 

jelenkrkombm sei ein Gelenksystem definiert mit vier 
en Gelenkstäben, so dass die vier Gelenkpunkte einen 
sn Rhombus bilden. Die. Stäbe seien tlber die Gelenk- 
naus verlängert und durch materielle Ausschnitte sei es 
:, jedem Stab entlang gerade Linien zu ziehen, welche 
rch die auf ihnen liegenden Gelenkpunkte, gehen. Im 
3llen die allgemeinen Festsetzungen über Gelenksysteme 
Inter diesen Voraussetzungen gilt der Satz : 
geometrischen. Konstruktionen, ersten und zweiten Grades 
it Hülfe des Gelenkrkombiis ausgeführt, werden. 
Beweise genügt es zu zeigen, dass alle Steinerachen 
■aufgaben, sowie die Hauptaufgabe, auf welche alle an- 
struktionen gegründet sind, durch den Gelenkrhombus 
d: 

»ig, G. J. Göschen, 1906 (Samcnliiug Schubert). 
lingen, 1899 (nach Adler). 
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a) Parallele Geraden zu ziehen. 

Ist z. B. eine Gerade g und ein Punkt A gegeben, durch 
welchen eine Parallele zu g gezogen werden soll, und bezeichnet 
man die Gelenkpunkte des Ehombus mit 0, P, Q, B, so setzt man 
den Stab P auf ^, hält ihn darauf fest und verschiebt nun den 
Gelenkstab Q B so lange, bis A getroffen wird, Fig. 1. Zieht 




Fig. 1. 

man dann Q B entlang eine Gerade, so ist diese die verlangte 
Parallele. Dieselbe Aufgabe lässt sich bekanntlich auch mit dem 
Lineal allein rein projektivisch lösen. 

« 

b) Der QrSsse nach gegebene Geraden beHebig zu vervielfachen, 
oder in beliebig viele gleiche Teile zu teilen. 

Erstens sei A B die zu vervielfachende Strecke. Man zentriere 
die Punkte und Q des Gelenkrhombus mit A und B und ver- 
längere die Geraden B B und B P über B hinaus. Dann zentriere 
man mit B und lasse die Stäbe B und P mit den Ver- 
längerungen von B P und Q B zusammenfallen. Dadurch kommen 
P, Q, B nach F, Q', iJ' zu liegen und es ist BQ'= AB, Fig. 2. 
In ähnlicher Weise wird Q'' Q' = B Q' = A B, AQ"=S'AB, 
oder ein beliebiges Vielfaches von A B erhalten. 

Zweitens sei eine Strecke ^ jB in eine Anzahl, z. B. n gleiche 
Teile zu teilen. Man zieht von A aus eine beliebige Gerade und 
trägt darauf nach dem vorhergehenden Verfahren eine beUebig 
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gewählte Strecke n mal ab, wodurch die Punkte ^1,^2, ^3, .--, An 
erhalten werden. Dann verbindet man An mit 5 und zieht nach a) 
durch Ai, A^, As, ..-, An-i Parallele zu An B, Diese teilen A B 
in n gleiche Teile. 
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c) Zueiflander rechtwinklige Geraden zu ziehen. 

Sind eine Gerade g und ein Punkt A gegeben und soll durch 
A eine Senkrechte zu g gezogen werden, so lege man die Gelenk- 
punkte und Q beliebig auf ^, markiere dann die Punkte P und B 
als P' und B\ ^iehe die Gerade P' P' und ziehe nach a) durch J. 
eine Parallele dazu. Letztere ist die verlangte Senkrechte. 

Soll in einem Punkte A einer Geraden g eine Senkrechte 
errichtet werden, so nehme man auf g einen zweiten Punkt B 
auf einer Seite von A an und mache auf der andern Seite von J., 
nach h) CA ^--^ B A, Dann zentriere man und Q mit B und C, 
und verbinde P mit R.. P P ist die verlangte Senkrechte. 

d) Einen Winkel zu halbieren oder beliebig zu vervielfachen. 

Erstens, um einen Winkel ^ P C zu halbieren, zentriert man 
mit B und lässt die Stäbe P und P mit P ^ und B G zur 
Deckung kommen; dann markiert man den Punkt ^ mit Q\ Die 
VerbindungsUnie B Q^ist die verlangte Winkelhalbierende. Zweitens, 
um einen Winkel ABC zu vervielfachen, wählt man auf BC 
irgend einen Punkt D und fällt von P aus nach c) eine Senk- 
rechte D E auf B A. Auf der Verlängerung von D E macht man 
nach h) FE -~ D E, Verbindet man F mit P, so ist <X PP ^ = 
< ^ P C, und < PP C --;?•< ^ P (7. In ähnlicher Weise wird 
ein Winkel verdreifacht, u. s. w. 



15 



e) Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade zu ziehen, die mit einer 
gegebenen Geraden einen Winicel einschüesst, welcher einem der Grosse 

und Lage nach gegebenen Winkel gleich ist. 

In Fig, 3 sei der Punkt A auf der Geraden g gegeben, ferner 
<!IXTZ der gegebene Winkel. Nach a) ziehe man durch A^ 




Z 



Fig. 3. 



AZ^W YZ und AX^\ Y X. Dann halbiere man nach d) durch 
A Q^ den Winkel g AX' und mache nach d) (zweitens) <X Z" A Q' 
= <^Z' AQ\ <!igAZ"=<^ZYX ist der verlangte Winkel. 



f) An einem gegebenen Punkte nach beliebiger Richtung eine Gerade 
anzulegen, welche einer der Grosse und Lage nach gegebenen Geraden 

gleich ist. 

Nach a) ziehe man durch den gegebenen Punkt A eine Ge- 
rade A F' gleich und parallel zu der gegebenen Geraden X F, 
Fig. 4. Dann halbiert man nach d). den Winkel, welchen die 
Richtung g mit A Y^ einschüesst. Fällt man nun nach c) eine 
Senkrechte zu dieser Winkelhalbierenden, so trifft die Verlänge- 
rung der Senkrechten g in einem Punkte F", so dass A y ^^^XY 
die verlangte Strecke ist. 



'^ 
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f) Ein Kreis sei durch seinen Mittelpunkt M und seinen Radius MA 
bestimmt Man l^onstruiere die Sclinittpunlcte Xi und ^2 dieses Kreises 

mit einer beliebigen Geraden /. 

Der Einfachheit halber darf man ÄM\[ l annehmen. Man 
ziehe in Fig. 5 durch M eine beliebige Gerade, welche l in B 
schneidet ; dann zentriert man mit M und legt R nach der 
Richtung von MÄ^ wodurch der Punkt A' bestimmt wird (MÄ' = 
R). Durch A^ wird nach a) eine Parallele zm AB gezogen, welche 
auf MB den Punkt B' ausschneidet. Durch B' zieht man nach a) 
V !! l. Nun deckt man wieder OR mit U A* und bestimmt durch 
Verschiebung des Gelenkrhombus die zwei Lagen, welche der 




Fig. 4. 

Stab PQ auf V annehmen kann. Dabei gelangt P einmal nach 
Xx und einmal nach X^\ Verbindet man dann noch M mit X/ 
und X2' und verlängert, so werden auf l die verlangten Schnitt- 
punkte Xi und X2 des Kreises mit l ausgeschnitten. 

Zum Beweise ergibt sich aus der Figur: ifX2;ifX2' = 
MB : MB' = MA : MA' und da ifXa' = MA\ so ist auch 
MX2 ^= MA und wie leicht einzusehen, MXi = MX2 = MA. 

Damit sind die Konstruktionen im Steinerschen Sinne voll- 
ständig mit Hülfe des Gelenkrhombus erledigt. Was Konstruktionen 
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höherer Ordnung anbelangt, so kann gesagt werden, dass solche 
vereinzelt auch schon mit Gelenkmechanismen gelöst wurden. In 
dieser Beziehung sei auf das Werk von J. D. C. De Roos über 
„Linkages" ^) verwiesen, welches sich sehr eingehend über Peau- 
celliers Inversor und ähnliche Gelenksysteme, sowie ihre An- 
wendungen verbreitet. 



Fig. 5. 



§ 4. Peaucelliers Inversor. 

1. Die grosse prinzipielle Bedeutung des von PeauceUier er- 
fundenen Inversors liegt in der Möglichkeit einer systematisch 
genauen Geradführung, oder der theoretisch genauen Beschreibung 
einer geraden Linie. Gerade Kanten, wie sie bei den Zeichnungs- 
instrumenten auftreten, sind nämlich nur mechanische Annähe- 
rungskonstruktionen und werden gewöhnhch mit Hülfe anderer 
angenähert geraden Kanten und Flächen ausgeführt. 2) 

Der Inversor besteht in erster Linie aus einem Gelenkrhombus 

AB PP' und zwei gleichlangen Gelenkstäben A und B, Fig. 6. 

Bezeichnet man ^ = £ mit a, AP = PB = BP'= P'Amit 

b und AA' ±PP' mit c, so hat man A' = ^ (0 P-\~ 0P% 

A'P=^\(OP'— OP);j(OP-^OP')^= a^ — c^; c^=--b^ — \ 

(0 P' — P)\ oder \(0P-\-0 P')^ — \(0P'—0 Pp = a^ — b\ 

oder schliesslich 

OP' OP'=a^ — b\ 

*) New York, D. Van Nostrand^ 1879. (Englische Uebersetzung aus der Bevue^ 
Universelle des Mines.) 

*) Man vergleiche Kempe: How to draw a atraight line. 
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Ist also fest, so aind P und P' stets inverse Punkte 
in Bezug auf einen Inversionskreis mit als Mittelpunkt und 
\/a^ — 62 als Radius. 

Beschreibt nun P einen 

Kreis mit M als Mittelpunkt 

und 0M= r als Radius, 

; und ist Q der zu T inverse 

; Punkt, so ist OP'OP'^= 

OT ' OQ, oder OP: OT -= 

Q : 0P\ Folglich A OFT 

c^ A OQP'; und da < OFT 

L = 90 0, so ist auch <^OQF 

= 90 0. Beschreibt also F 

einen durch gehenden Kreis y 







- _ X — - 



Fig. 6. 



SO beschreibt P' eine zu der Richtung von M senkrechte Gerade. 
Für die Grenzstellung OSRS^ des Inversors hat man QS' 

= \/ÖS'2 — 0(?2, oder da OS'^ = (a-\-bP und (? = ^^'^~ ^'^ . 



QS' = -^\J(a-}rb)^ 4 r2 — ra^ — ö^^a . 

Die Grössen a, 6, r müssen natürlich so gewählt werden, 
dass der Mechanismus raögUeh ist. Die Bedingung hierfür ist 
(a + fe;2 4 r2 — (a^ — bV^ > 0, oder r> ^ (a — b). Soll die von 
P' beschriebene Gerade den Kreis (M, r) nicht schneidQn, so muss 
r L ^ Sja^ — 62 sein. Ist P in ,einei' Geraden mit A und if, so 
ist stets ^ P' _L P' Q. Sind und Jlf in einer Vertikalen befestigt 
und hangt man bei P' irgend ein Gewicht an, so bleibt der Inversor 
trotz dieses Gewichtes in jeder Lage im Gleichgewicht. Bei der 
Bewegung ist nämlich die vom Gewicht geleistete Arbeit gleich NuU. 

2. Fällt mit dem Anfangspunkt eines rechtwinkligen Ko- 
ordinätensystems zusammen und bezeichnet ma n die K oordinaten 
von P und P' mit (x, y) und (x\ y')^ ferner \Ja'^ — 6^ . mit p^ so 
gestattet der Inversor die Inversion, oder die Transformation 
durch reciproke Radien 



X' 



p ' X 
X^ -{- 2/2 



y 



p -y 

x^ -\-y^ 



Durch HinzufUgung einer Spiegelung der x-Axg, wie sie kine- 
matisch durch einen weiter unten zu erklärenden Mechanismus 
möglich ist, bann auch die Transformation z' ^ — der komplexen 
Zahlenebene mit dem Inversor ausgeftlhrt werden. 

§ 5. Pantographen. 

I. Der Inversor Pantograph. 

Mit HQlfe des Inversors ÄBPQO, Fig. 7, kann zu jedem 
Punkt P ein Punkt Q so bestimmt werden, daas OP ■ Q=^a^ — &*. 
Verbindet man damit einen an- 
dern Inversor Ai JSi 0' P' 0, , so 
dass Q' mit Q und Oi mit zu- 
sammentritt, so ist Ol P' • Ol Q' 
^^ Ol * — 6i * und erhält man durch 
Division 

___ ;;= __ _ ;= konstant. 

OP' Oi« — bi^ 

Beschreibt somit .P eine Figur, 
30 beschreibt P' eine dazu ähn- 
liche Figur. Wird das Verhältnis -- — 

— r— mit k bezeichnet, so ge- ; 

a,a — &i» ' ° F* 7 

stattet der vorliegende Mechanis- 
mus die Aehnlichkeitstransformation von P (x, y) nach P' (x', y'), . 
d. h. x' = kx, y' = k y, 

oder in der komplexen Zahlenebene z' ^k z; (\k\ =^ k). 



2. Sylvesters Pantograph.^) 

Sei inFig. 8 AÖ^^'^ A^PB mit < ^'0^ = <B^P 
und <t .4'^ =: <J BFA. Bei A seien die Dreiecke durch einen 
Gelenkzapfen verbunden. Dann fttge man noch die Gelenkstäbe 

') Notare, 1875, pag, 168. 
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^' P' — ij J. B und BP'=\\AA' hinzu und denke sich Ä A' nach 
Q verlängert. Es ist nun < QA'F" ^ < A' AB, <^QA'0 = 
<^A'OA-\-<i A'A 0, folglich < QA'P' -\- <igA'0 = <^A'AB 
-\-<XBAP']-<lA'AO, oder < 0A'P' = <10AP. Aber es ist 
mchOA.-OA'^AP: AB 
= AP:A' P', also A A'P' 
<^ AOAP. Daraus folgt 
OA:OA' = OP: OP'und 
<^AOP^<lA'OP', ferner 
<IP0P'^<IA0A' und 
/^POP'r^AAOA'. Wird 
Q als Koordinatenanfangs- 

punkt festgehalten und be- 
schreibt P irgend eine Figur, 
so beschreibt P' eine dazu 
' ähnliche Figur, welche von 

_,. „ der ersten um einen Winkel 

'^' ■ tfi = <jpop'^<AO^', also 

um einen konstanten Winkel gedreht ersclieint. 

Bezeichnet man das lineare Aehnlichkeitsverhältnis zwischen 
beiden Figuren, welche von P und P' beschrieben werden, mit 
II =1 AI OA', so ermöglicht somit Sylvestera Pantograph die 
kombinierte Gruppe einer Aehnlichkeitstransformation und einer 
Rotation zwischen P (x, y) und P' (x', y') mit dem analytischen 
Ausdruck 

,c' :^ f> (X cos ~ y sin <l>), 
y' = p (X sin '/' -|- y cos 0). 
In der Ebene komplexer Grössen lautet die Transformation 

Sie ist eine reine Rotation, wenn ,o = 1, d. h. QA = OA' ist. 

3. Scheiners Pantograpb. 

Die einfachste und am häufigsten zur Anwendung kommende 
Form dieses Pantographen ist in Fig. 9 abgebildet und besteht 
der Hauptsache nach aus zwei gleichen Paaren von Gelenkstäben 
PQ, PR und GP', CO, welche in P und C gelenkig verbunden 
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sind. Die Stäbe werden immer so gestellt, dass 0, P und P' in 
einer und derselben Geraden liegen und OCIPiü, PQWP'C 
ist. In dieser Lage werden jeweilen auch Gelenkzapfen bei den 
Kreuzungepunkten der Stäbe angebracht. Aus der Figur ist ohne 
. weiteres ersichtlich, dass wenn P eine Figur beschreibt, P' eine 
dazu ähnliche und ähnlich gelegene Figur beschreibt. Das lineare 
Verhältnis der beiden 

Figuren ist OP:OP', ? S. J?- 

und um verschiedene 
"Werte fQr dieses Ver- 
hältnis zu ermöglichen, 
■werden alle Stäbe in 
eine gleiche Anzahl 
Teile geteilt, z. B. etwa 
acht, wie in der Figur. Wünscht man die Figur im Verhältnis 
von 4 : 3 zu vergrftssern, so fügt man die Stäbe bei den Teil- 
strichen 3 und 6 zusammen, so dass OP' : OP^ 8 : 6 = 4 : 3 
ist, In ähnlicher Weise können durch geeignete Teilung alle mög- 
lichen Verhältnisse aufgestellt werden. 




Fig. 10. 
Obschon Scheiners Pantograph von allen der einfachste ist, 
so zählt er doch nicht zu den reinen Gelenksystemen, indem bei 
demselben die Annahme der Verlängerung der Gelenkstäbe ge- 
macht werden muss. 

Für genaue Arbeiten werden Präzisionspantographen ge- 
braucht, wie Fig. 10 1) einen darstellt. Derselbe beruht, wie in 

'j Aus dem Katalog f iir Feldmeis- und ZeichnungemBtrumeiite von Buff & Berger , 
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Fig. 9, auf der Aehnlichkeit der Dreiecke und seine Wirkungs- 
weise kann aus der Figur ohne Schwierigkeiten abgelesen werden. 

4. Mechanische Anwendungen der Pantographen. 

Eine der wichtigsten Anwendungen findet der Scheinersche 
Pantograph bei der Bentonschen Stempelgraviermaschine fllr die 
Matrizen der Zeilen-Setz-, Giesg- und Ablegeraaschine. Die Original- 
entwüife werden für die „Monoline"^) 90mal linear vergrössert 
gezeichnet und dann pantographisch verkleinert. 
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Fig. 11. 

Im|Maschinenbau dient der Pantograph zur üebertragung der 
Kolbenbewegung der Dampfmaschine auf den Indikator. In der 
Bildhauerkunst wird er zur Vergrössemng körperlicher Modelle 
verwendet. 



1) Prospekt der „Monoline", Maschinenfabrik, Aktien-Gesellschaft, Berlin. 
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Durch eine zweckmässige Verwendung des Sylvesterschen 
Pantographen, wie sie in Fig. 11 angedeutet ist, gelang es De- 
launay*), die Winkelgeschwindigkeit von Mx durch M^ genau 
zu verdoppeln. Der Punkt M ist dabei mit einem Gelenkpunkte 
eines Systems verbunden, welcher eine Pascalsche Schnecken- 
linie beschreibt. 

§ 6. Der Multiplikator. 

1. Nimmt man drei ähnliche Dreiecke ABC^ ÖDE und EFGj 
so dass die Buchstaben einander der Reihenfolge nach entsprechen, 
und fügt sie in C und E gelenkig zusammen, wie in Fig. 12 an- 
gegeben, so kann man noch die Gelenkstäbe BH=GD und 

HD = BG, DK=EF\xi\(i 
KF= DE, ferner HJ= D K 
und JK^= HD damit ver- 
büiden und erhält dadurch 
eine Kombination zweier Syl- 
K vesterschen Pantographen 
(Figur 8) ABGDEH und 
GDEFGX, sowie der Stäbe 
HJ und KJ, Es ist nun nach 
vorhergehendem A ABH 
r^ A AGE und A BHJ 
^ A GDK oo A GEG, 
also auch Viereck ABHJ 




Fig. 12. 



c^ Viereck A GEG und < BAJ=^ < CA G. Folglich < GAJc^ 
<IHAG. DsL^her AJ: AG = AB : AG, so ist AAGJc^A AGB 
und die Linienzüge ABHJ und AG EG bleiben bei allen Ver- 
schiebungen des Systems ähnlich. Ferner ist in jeder Lage AAGJ 
oo A AEH<^ A GGK. An das System der Figur 12 fügen wir nun 
ein ähnlich gebautes System AGEGB^ D^F^ H'K'J', in welchem 
AB' : CD' : EF' = GB' : ED' :GF'^ AG : GE : E G ist. Nun 
ist in jeder Lage AB'H'J'c^AGEGc^ ABHJ und A AG J' c^ 
AAGB' und folglich AJGJ' c^ ABGB\ Lässt man nach 



^) Transformation der Di^ehungen und Zeichnen von Kurven mittels Gelenk- 
mechanismen, (Dissertation, russisch, 1894.) Nach P. Somoff, loc. cit. 
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Kleiber die Stäbe ÄC, GE und EF weg und führt dafür die 
Diagonalstäbe ÄJ, JG^ GJ* und J'Ä bei irgend einer ähnlichen 
Lage des Systems ein, so entsteht dadurch das Kleibersche Gelenk- 
System i), Fig. 13, welches sich dadurch auszeichnet, dass es trotz 
den fehlenden Stäben bei jeder Lage die Beziehungen aufweist: 
AJGJ'c^ÄBCB'c^CDED'c^EFGF'c^AHEH'c^ CKGK\ 
Zum Beweise denke man sich die beiden Systeme nur in 
den Punkten A^ J, G, J' und G übereinstimmend, während E und 
jB' noch getrennt seien. Dann führe man den Punkt G (zusammen- 
fallend mit CO, welcher jetzt zwei Freiheitsgrade der Bewegung 
hat, nach irgend einem Punkte C". Dadurch sind alle Punkte 
bestimmt und es werden E und E' zwei verschiedene Lagen ein- 
nehmen. E und E^ werden nur dann zusammenfallen, wenn G sich 
so bewegt, dass die soeben genannten Vierecke ähnlich bleiben. 
Umgekehrt, werden E und £" zu einem Gelenkpunkte verbunden, 
so werden die Vierecke bei der Bewegung ähnhch bleiben, was 

zu beweisen war. 

2. Durch die drei Punkte 

u4, B, H ist die Aehnlichkeit 
^QxZXigQABHJ\müAGEG 
festgelegt. Bewegt sich G 
auf einem Kreise mit dem 
Mittelpunkt A^ so bewegt 
sich G auf einem dazu kon- 
zentrischen Kreise, denn aus 
^(?;^C-=^J;^jB folgt, 
da AG^ AJ und AB Kon- 
stante sind, auch ^G=kon- 
stant. Ferner bleiben dann 
auch GE und EG konstant. 
3. Um nun gestützt auf das Kleibersche Gelenksystem den Multi- 
plikator für komplexe Zahlen zu erhalten, ist es notwendig, nach dem 
Diagramm der Multiplikation zwei ähnliche Dreiecke zu realisieren, 
welche eine entsprechende Ecke gemein haben, sonst aber vollständig un- 
abhängig voyieinander sind und jede beliebige Form annehmen können. 




Fig. 13. 



1) Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 36, p. 296 und p. 228; Bd. 41, 
pp. 177, 233, 281. Beitrag zur kinematischen Theorie der Gelenkmechanwmen. 
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Zu diesem Zwecke fügen wir zwei Kleibersche Systeme so 
aneinander, dass das erste Viereck des zweiten Systems mit dem 
letzten EFGF^ des ersten zusammenfällt, wie in Fig, 14 angedeutet 
ist. Wird das so erhaltene System nach angegebener Weise 
vervollständigt, so entstehen dadurch die ähnlichen Stabketten 
AGEGE^Z^c^ ABHJPQc^ AB'H'J'P'Q', Denkt man sich 
nun A und E fest und A G konstant, so bleibt auch G fest, 
und Zi kann sich in einem Kreis mit E als Mittelpunkt bewegen. 




Ist aber bei festen A und E AG veränderiich, so ist auch EZi 
veränderlich. Bei festen A und E kann sich also Z^ in der Ebene 
im Bereiche der Beicegung beliebig verschieben. 

Unter denselben Bedingungen bewegen sich die Punkte H und 
H' auf Kreisen, da ja AH:EH= AB :BG= konstant und 
AH' : EH' = A B' : B' G = konst. Ist jedoch ABHJ fest, so 
beschreiben ff, und da JKFG c^ABHJ, auch F und E Kreise 
mit den Mittelpunkten / und H. Ist also H auf einem Kreise 
verschiebbar, so kann unter dieser Beschränkung E gleichwohl 
jede Lage im Bereiche seiner Bewegung annehmen. (Diese Be- 
wegungsbereiche sind begrenzte Stücke der Ebene und hängen 
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von den Dimensionen, sowie von der Bauart des Systems ab.) 
Fügen wir nun an das System der Figur 14 ein aus gleichen 
Stäben zusammengesetztes, gleich gebautes System, so dass die 
ABHJPQ entsprechende Gelenkkette mit AB'H'J'PQ' zu- 
sammenfällt, so kann der E entsprechende Punkt Z^ hei festem 
A und i?' einen Kreisbogen mit Mittelpunkt If ' beschreiben. Sind 
nur A und E fest, so beschreibt H' einen Kreis und Z<^ kann 
irgend einen Punkt der Ebene innerhalb des Bereiches erreichen. 
Wird der Zi entsprechende Punkt im zweiten, angefügten System 
mit Z bezeichnet, so hat man dadurch zwei ähnliche Dreiecke 
/S.AZ^Zo^/\AEZx^ so dass bei festem AE Zi und Z2 immer 
noch beliebige Lagen einnehmen können. Nimmt man deshälh AE 
als feste Einheit einer komplexen Zahlenebene an, so gestattet das 
vorliegende Gelenksystem die allgemeine Multiplikation komplexer 

Grössen 

Z = Z\ • Z<i , 

Es ist klar, dass ein solcher Mechanismus mit 66 Gelenk- 
punkten und 120 Stäben hauptsächhch von theoretischem Interesse 
ist. Zur praktischen Ausfahr ung einer Multiplikation mit kom- 
plexen Grössen eignen sich gewöhnliche graphische und rechne- 
rische Methoden viel besser. Erwähnt sei noch, dass die Anzahl 
der Grade der Freiheit des Multiplikators (2 • 66 — 3) — 120 = 9 
ist, wie es sein soll. In der Tat, zwei ganz anabhängige Dreiecke 
sind durch 2 • 6 =: 12 Koordinaten bestimmt. Sind die Dreiecke 
ähnlich, so wird diese Aehnlichkeit durch zwei Proportionen 
zwischen den drei Seitenpaaren festgelegt, so dass in diesem Fall 
nur noch 10 Bedingungen übrig bleiben. Fallen zwei entsprechende 
Punkte zusammen, wie es in Fig. 14 der Fall ist, so geht eine 
weitere Bedingung verloren, so dass nur noch 9 übrig bleiben. 



§ 7. Der Rotator und seine Zusammensetzungen/! 

1. Um eine Rotation eines Punktes T (Xy y) um den Nullpunkt 
im Betrage <I> und im entgegengesetzten Sinn des Uhrzei2;ers 



*) University of Colwado Studies, Vol. I, April 1903. 
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zu erzeugen, so dass der Punkt P in die La^e P (x', y') kommt 
und die Gleichungen bestehen 

x' ^=x cos </' — y sin 0, 

y' =1 X am <P -\- y cos 0, 
kann Sylvesters Pantograph, im Falle p ^ \, gebraucht werden. 
. Ein GteJenksystem ebenso einfacher Art wird erhalten, indem man 
zwei gleichschenklige Dreiecke OAC und OBD bei gelenkig 
verbindet, die Stäbe PB = PC = F A = FD = OA nach 
Figur 15 damit in Verbin- 
dung setzt, und <^AOC p' 
= <ISOi) annimmt.- Da- 
durch hat man in jeder Lage 
zwei kongruente Rhomben 
OSPG und OAP'D. Polg- 
lich <^AOP= < BOP', Tj 
<P0B=P'0-4und<B0P' 
-^<^POB= <X AOP-\- 
< COP, oder <XPOP' = 
<^AOC^0. Ferner P' 
^^PO. Es ist also möglich, 
innerhalb des Gelenkberei- 
ches irgend einen Punkt um w - 
einen Winkel um den Nuli- pj~ 15 
punkt zu drehen. ' 

2. Das obige Gelenkwerk kann für verschiedene Zwecke ver- 
wendet werden. Ist erstens nicht fest, so hat man in den drei 
Gelenkpunkten POP' ein veränderliches gleiehachenkhgea Dreieck, 
welches in allen seinen Deformationen einem ursprünglichen gleich- 
schenkligen Dreieck ahnlich ist. Ist fest und beschreibt P eine 
Gerade oder einen Kreis, so beschreibt auch P' eine Gerade oder 
einen Kreis. Nimmt man zwei gleiche Rotatoren mit ^ 90 « 
und verbindet P und P" mit den ihnen entsprechenden Punkten 
des zweiten Rotatora, so dass das des zweiten auf die andere 
Seite von PF' zu liegen kommt, so entsteht ein veränderliches 
Quadrat. Eine praktische Anwendung des Rotators ist der Krm- 
teiler, wie er in Fig. 16 für die Fanfteilung eines beliebigen Kreises 
dargestellt ist. In diesem Fall nimmt man ^^AOC^ =^72^ 



stets ein Parallelogramm. Hält man also und B fest, so kann 
man wie bei Kempes Parallelverschieber die Transformation von 
P nach P' ausführen. Bei veränderlichem B kann jede beliebige 
Translation ausgeführt werden. Stellen B und P die komplexen 
Grössen a^a-\- ib und z=^ x-\-iy dar, so repräsentiert P' 
die Summe 

z' =^ z-\- a. 

§ 9. Kempes Reversor. 

Um ein Gelenkwerk zur Winkelvervie^achung zu erhalten, 
ohne wie beim Gelenkrhombus Winkel wiederholt verdoppeln zu 
müssen, betrachte man das aus Stäben gebildete Gegen parallelo- 
gramm OB CD, in -welchem OB^CD und OD = BC. Be- 
zeichnet man den variablen Schnittpunkt von B und CD mit 
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X, 80 ist bei jeder Deformation A BOD ^ ADCB und AOXD 
^ A CXB, Fig. 18. Auf D C wähle man nun einen Punkt E 
so, ÖBsa DE: DO = DO:DC; wodurch A OCD '^ A EOD 
wird. Dann vervollständige man mit OD und £/) als gegebenem 
Seitenpaar das Gegenparallelogramm ODEF, so daas FE = DÖ 
und FO = D E vcnA A EO D ^ A OEF \xn6 ähnlich zu A ÖGD 
^ A COB wird. Folglich sintf die Gegenparallelogramme OBCD 
und ODEF hei jeder Deformation ähnlich, und da A-BOD^ 
A DGB, so folgt auch ADOF?^ AFED. Mit Hülfe des so 
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erhaltenen Reversors ist es möglich, die zwei Stäbe 5 und FO 
immer . in gleichen Winkelabständen vom Stabe 2) zu halten. 
Durch eine ähnliche Konstruktion können zwei andere Stäbe B'O 
und F' symmetrisch zu. DO angebracht werden. Ihre Bewegung 
ist unabhängig von B und F 0. Man hat aber jetzt ein Gelenk- 
system, in welchem bei jeder Deformation 

<IB0B = <IF0F 
ist. 

Kempes Reversor kann natürlich so erweitert werden, dass 
mit dessen Hülfe irgend ein Vielfaches eines Winkels realisiert 
werden kann. Derselbe wurde an dieser Stelle erklärt, weil er 
nachher bei Koenigs Perspektivograph zur Verwendung kommt. 

Mit den oben beschriebenen Gelenkmechanismen und ihren 
Kombinationen sind alle algebraischen Operationen und Trans- 
formationen, also auch die Kollineationen in der Ebene ausfahr- 
bar. Dadurch ergibt sich natürlich auch die Tatsache, dass alle 
ebenen algebraischen Kurven durch kinematische Gelenkmechanis- 
men realisierbar sind, wie schon erwähnt wurde, i) 



*) Von neuern Arbeiten auf diesem Gebiete seien erwähnt: Eme Aufgabe aus 
der Kinemaiik von W. v. Dücker, Archiv der Math. u. Physik, Bd. 8, 
p. 151. Ein IcinemaMsches Princip wnd seine Anwendung zu einem Kateno- 
graphen von B. Schimmack, Zeitschrift für Math, und Physik, Bd. 52, 
p. 341. 
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IIL Kollioeation 

erzeugt durch G^lenkmechanismen. 

VW 

§ 10. Analytische Formulierung des Problems. 

1. Der Kürze halber sollen hier nur die wichtigsten Spezial- 
fälle der Kollineation behandelt werden. Die Transformationen der 
Äehnlichkeity Rotation und Translation wurden im vorhergehenden 
Abschnitt erörtert, so dass als HauptfäUe noch die lineare Trayis- 
formatlon und die Perspektive übrig bleiben. Eine hneare Trans- 
formation kann man sich aus vier Untergruppen zusammengesetzt 
denken, nämlich aus der zweigliedrigen Translation, aus der ein- 
gliedrigen Rotation, aus der zweigliedrigen Dilatation und aus der 
eingliedrigen Station, ^) Um zu der linearen Transformation 

ooi^=ax~\-by-{-c, 

yi = dx-[-ey -{~f T 



(1) 



zu gelangen, unterwerfen wir den Punkt (x, y) zuerst einer Trans- 
lation (py q) und einer Rotation (0), wodurch der Punkt (x\ y*): 

- X cos — 2/ sin (P -[- p, 



(2) 



X 

y' 



x sin -\- y cos -\- q 



erhalten wird. Eine Dilatation 
(3) 



X 



y 



ff 



a X , 

ßy' 



auf (x^, y*) angewendet, gibt den Punkt (x^*, y"): 



(4) 



X 



=^ a x cos — a y Wi -\- a p, 
y^' == ß X Bin -\- ß y COQ -\- ß q. 



1) Siehe S. Lie: Vorlesungen über continuierliche Gruppen^ Teubner, Leipzig. 
Die projektiven Gruppen der Perspektive wurden synthetisch behandelt in 
meiner Dissertation über projective grotips of perspective collineatums in the 
plane treated synthetically, Journal Press, Lawrence, 1896. 
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Endlich erhält man durch die Elation 



(5) 



«/i 



y 



ff 



(6) 



Xi=^(aQ.os0-\-Xßsv[i0)x-{-(XßcoB0 — ctsm0)y-\-ap-\'Xßq^ 
yi=ßmi0 ' x-\- ß cos 'y-\-ß(i, 

wodurch irgend eine lineare Transfornaation dargestellt werden 
kann. Um das zu beweisen, setze man 

a cos -\- X ß mi ^^ a, 

>i /9 cos <? — « sin <^ = 6, 

ap-\-Xßq = c, 

ß sin </» = d, 

ß cos =. Sy 

wodurch man sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten, a, j9, ^, 
0^ p, q erhält, deren Lösungen 



a 



ae — hd 



r/>=arctang(-), p 



d\ c (d^ -\- eV—f(ad-\-be) 



^Q = 



f 



ae — bd — \fd^-^e^ 

sind. Setzt xiian diese Werte in (2), (3) und (5) ein, so erhalten 
wir eine Translation mit Rotation, eine Dilatation und eine Elation, 
welche der Reihe nach (x, y) in (x'y y')^ (x*, y') in (x'\ y^*) und 
endhch (x*\ y^') so in (Xi, yO transformieren, dass (oo^, yO und (x, y) 
durch die Uneare Transformation (1) verbunden sind. 

Wendet man auf (1), d. h. auf (Xi, yO die Perspektive 



(7) 

an, so kommt 
x' = 



X' 



y 



Xi 



(9) 



dl ^ + ^1 2/1 + A ' 

Vi 

dl Xi -{-ei yi -\- fi 

a X -\- b y -{- c 



y' = 



(dl a -\- et d) X -\- (di b -\- e^ e) y -\- fi' 

dx-\-ey-\-f 

(dl a -\- ei d) X -\- (dl b -\- Ci e) y -[- fi' 

3 



e projektive Transfornmtion darstellen kann. Da die lineare 
rmation eine sechsgliedrige und die Perspektive eine drei- 
; Untergruppe bildet, so enthält ihre Verbindung (9) neun 
ber, wahrend die Gruppe aller projektiven Transformationen 
t Parameter enthält. Das rührt davon her, daaa die lineare 
spektivische Transformation die Gruppe der Aehnlichkeit 
haben. 

Nach dem Vorhergehenden ist es nun möglich, die all- 
I projektive Transformation, die Kollineation, gelenkkine- 
auszufOhren, wenn es noch gelingt, Mechanismen für die 
5n, die Elation und die Perspektive herzustellen. Die 
ung derselben zum allgemeinen, die Kolüneation realisieren- 
3nksystem geschieht dann nach den anfangs aufgestellten 



§ 11 Dilatation. 

■ Erzeugung dieser Transformation dient das in Fig. 19') 
!ete Gtelenksystem. Lautet der Ansatz 

x' ^= a X, 

3 man OA^x. Durch einen Scheinerachen Pantographen 

■ der Einfachheit halber gewählt wird), in welchem OBjOA 
erhält man einen Punkt B mit den Koordinaten x' ^= a x, 
Durch einen Inversor von Peaucellier wird einer der 

Ä und B auf der x-kxB bewegt. Dann verbinde man die 
A und B mit dem Translator ABIFVLMNH und Ver- 
den Stab NB beliebig nach S und vervollständige den 
[3 BEST. An BB uaä BT füge man in B die kon- 
1 rechtwinkligen Dreiecke RBF und TBG an, so dass 
BG ist. Wird noch der Rhombus Bi^GP' hergestellt, so 
cht, dass <FBG^<ÄBr und P'B ± BS, _\_ OB. 
wende man FB und FP' als Stäbe eines zweiten Scheiner- 
*antographen und füge die Stäbe IK und lü so hinzu, 
F:IK=P'F: TÜ=BP' :IP' und P'BjBI= ß ist. 
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Die Punkte 7, P' und B sind nun kollinear und da PA II IB^ so 
folgt PA _\_ OA. Macht man PA = «/, so ist also IB = P J. = y 
und P'B = ß * tB = ß y. Die Koordinaten von P' sind also 

BO == x^= a Xf 
FB=y' = ßy, 

wodurch das System für die Dilatation komplett ist. 




- — X 



Fig. 19. 



§ 12. Elation. 

Um ein System für die Transformation 

. . . x' = X -{- m y, 

y = y, 

zu erhalten, nehme man zwei Rhomben ^iJPP und AG BD mit 
dem gemeinschaftlichen Gelenkpunkt A und verbinde E und Gf 
und F und D durch zwei gleiche Stäbe EG und FD^ Fig, 20. 
Dadurch wird<i?-4C = <j:P^D = 90«und<^47^=<C^D; 
die beiden Rhomben bleiben ähnlich zueinander und es ist bei 
jeder Bewegung P^ _|_ ^P. Dieses Gelenkwerk gestattet also ein 
veränderliches rechttvinkliges Dreieck PAB mit konstanten Winkeln. 
Wird in symmetrischer Weise der Rhombus BHP'G --= AEPF 
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(CG = GEy HD == FD) damit verbunden, so entsteht ein ver- 
änderliches Kechteck ÄBPP' mit konstantem Seitenverhältnis. 
Mit Hülfe dieses Gelenksystems können jetzt die Fälle der 
Elation und der schiefen axialen Symmetrie mechanisch gelöst 
werden. Zwingt man die Punkte A und JB, sich auf der x-Axe 




Fig. 20. 



zu bewegen (etwa mit Hülfe zweier Inversoren), so ist infolge 

von ABjBP = m (konstant) AB = m- AP und P'B = PA. 

Sind also (x^, y') und (x, y) die Koordinaten von P' und P, so 

hat man 

AB =^ x' =^ X -{- my, 

PB = y' = y, 
was eben bezweckt wurde. 
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Wenn der Rhombus BGP'H mit den Verbindungsstäben 
CG und DH nach unten angefügt wird, so dass P' nach P" zu 
liegen kommt, so sind die Koordinaten von P" 

y'' = — y 

und man hat ein Qelenksystem für schiefe axiale iSymmetrie 
hergestellt. 

§ 13, Perspektive. 

1. Mechanismen, mit deren Hülfe man perspektivische Bilder 
von gegebenen Figuren herstellen kann, sind in verschiedenen 
Formen bekannt. Eines, das praktische Verwendung findet, ist 
der Perspektivograph von H. Ritter, i) in welchem gewisse Ge- 
lenkpunkte sich aufschütten bewegen. Ein anderer Perspektivo- 
graph wurde vor etUchen Jahren vom Verfasser konstruiert und 
beschrieben. 2) In demselben wurden die Eigenschafben zweier sich 
berührenden perspektivischen Ellipsen zur Anwendung gebracht. 
Wie bei Ritters Mechanismus, musste auch hier Zuflucht zu 
gleitender Bewegung in Verbindung mit reiner Gelenkbewegung 
genommen werden. Ohne Zweifel das wichtigste Gelenksystem 
zur Erzeugung der Perspektive wurde von Koenigs 3) beschrieben 
und es soll aus diesem Grunde hier behandelt werden. 

2. Koenigs Perspektivograph. 

Werden in der perspektivischen Transformation 

X 



(1) 



X' 



y 



dx -\- ey -\-d^ 

y 



dx -\- ey -\-d 

die Polarkoordinaten x=^ r cos S, y = r sin ß eingeführt, so wird 
aus (1) 



^) Siehe Geometrische Transformationen von Dr; K. Doehlemann, pp. 199 — 204, 
Leipzig, 1902. 

2) The Industrialist, Vol. XXV, pp. 237—240, Manhattan, Kansas, 1899. . 

3) Comptes Rendus, T . CXXXI. p. 1179. 



f^ 
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KV- 



P- 



1?^ 



(2) 



und (3) 



r' = 



r (d cos ö 4" <^ sin 6!; -f- f 



1 /* 

— . = d cos ö + e sin ö + -^ 



Setzt man d 
1 



a 



sin 0, e 
d 



a 



cos 0, so dass a == 



— und = arc tang ( -^ ) wird, so hat man aus (3) 



(4) 



4- ^ = sin rö + <?;. 

r r a ■ ' 



Man nehme nun zwei Inversoren OABQP und OGJ>Q^P\ 
Fig. 21, und mache mit Hülfe eines Kempeschen Reversors (Fig. 18), 




Fig. 21. 

dass stets <^AOC=<^BOI) ist. Dieses geschieht, indem die 
Punkte J3', F\ JB, F in Fig. 18 zweckmässig auf BO, ÄO,DO, CO 
von Fig. 21 gewählt werden. Sei nun OP = r, OP' = r'\ ix und 
//' die Quadrate der Radien der Inversionskreise der beiden In- 
versoren ; Q =^ p, OQ' -^ p\ Dann ist OP - OQ = ft, oder 



r ' p = fi, folglich 



■^; OP'- OQ'^ fi\ oder r' - p' = //, 



^^^Mi 
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1 p' 

folglich —7- = -^. Da /i und jw' noch unbestünint sind, so können 

'^ f^ . f p 

sie so gewählt werden, dass // = /*. j«'; -^ == -4- wird. Dadurch 

wird aus (4) 

(6) pf-p = —lL sin (Q + <p;. 

(X 

Mit den zwei Inversoren werden jetzt der Kempesche Trans- 
lator OO'EFRQ und der Stab BQ QO verbunden, dass 0' auf 
der y-Axe liegt und RQ'=RQ ist. Wird < POX=e-\- 
angenommen, dann ist <J QRQ' =2 (6 -\- (P) und Q Q' = p^ — p 

= 2 jR ^ sin rö + <P;. Folglich, wenn 0' = RQ = ^-^ 

= -^ \/d2 -|- ^2 gemacht wird, so realisieren die Punkte Pund F 

die vorgelegte perspektivische Transformation (1). 

Damit haben wir alle Gelenkmechanismen aufgestellt, welche 
notwendig sind, um die allgemeine projektive Transformation 
kinematisch zu erzeugen. 




T^TH 




IV. Anwendung elliptischer Funktionen 

auf Peaucelliers Inversor 
und die daraus folgenden geomefrisclien Sätze/^ 

A A A 

§ 14. Das aus Inversoren zusammengesetzte 

Gelenksystem. 

1. Als Element dieses Systems wird ein Peaucellierscher 
Inversor angenommen, Fig. 22. Darin sei OÄi = 0A2 = n^ AiBi 
= BiA2 = A2B1' = J5i% = n, QBi = R und OQ = e. Die 
Punkte und Q sind fest, während alle andern beweglich sind. 
Während der Bewegung beschreibt Bi einen Kreis mit Q als 
Mittelpunkt und QBi als Radius. Nun hat man nach den Eigen- 
schaften des Inversors OBi • OÄ'=n^ — r22 = konstant; folg- 
Uch beschreibt der Punkt Bi auch einen Kreis, welcher invers 
ist z u dem v on Bi beschriebenen Kreis mit als Mittelpunkt 
und \/ri2 — r<i'^ als Radius. Seien ferner ^«1, da^y dßi die infinite- 
simalen Verschiebungen der Punkte Ai, A2, JBi in einer virtuellen 
Verschiebung des Inversors; ai, «2 die Winkel, welche die Stäbe 
OAij OA2 mit dem positiven Teile der Axe OQ einschliessen ; 
i^i, /J2 die Winkel, welche die Stäbe AiBi und B1A2 mit dem 
Stab QBi einschliessen; Oi und O2 die Schnittpunkte des Stabes 
QBi mit den Stäben OAi und OA2 und ihren Verlängerungen 
und endhch die veränderlichen Entfernungen pi = QAi und />2 = 
QA2. Die Punkte Oi und O2 sind augenscheinlich die instantanen 



1) Dieser Gegenstand wurde vom Verfasser auch in einem Artikel über application 
of elliptic functions to certain linkages in den Annais of MathematüiSy 2nd 
series, Vol. 2, No. 2, sowie in den Univerdty of Colorado Studies, Vol. I, 
p. 110, behandelt. 



- <« -» . 
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Drehungspunkte der St&beAiBi und B1Ä2. Man hat somit aus 
Fig. 22 die Beziehungen : — 




woraus folgt 

(3) 

Nun ist 



B,0^ ' 



da 



3a 



^lOi 



AiOi A3O, 
sinÄ 



Bi Ol sin Y 

wobei < OAi 5i = < O^a -Bi 
Folglich ^„ 



-B1O2 
ÄO2 

r- 



sin /3a 
sin r 



sin ßi sin /Sj 
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Da das Gelenksystem nur einen Beweglichkeitsgrad hat, so 
können die Winkel ßx, ß^, «i, «2 als Funktionen einer und der- 
selben unabhängigen Veränderiichen betrachtet werden. Aus 

A 0^1^ folgt 

r\ *-|- e^ — p\ 

2ri e 



cos «1 
und durch Differentiation 



sin «1 • döi 



pi • dpi 



Tie 






Aber sin «i = \ h (^ — "^0 (^ — ^) (^ — pO , 



wo 5 == o ' ^^^^* 

\^^[p^^_(r,J^eP][pi^ — (n — ^] 

sin «1 = T- 

2 n ß 

folglich 



V — Ol' — ^n + e;^] W — (ri—eP] 
In A Ä -Bi ist 

. ^ V — |>i' — riü+rjä] [),^2_^iJ_rJ^ 

^^°^^ 2^7^ 

SO dass 

dai 4: En pi ' dpi 



Setzt man zur Abkürzung (R-\-r2P = a^ (r^ -\-e)^ = b, (n — e)^ 
= c, (B — nP = d, pi^ = x, pi dpi=~dx, SO kommt 

,^, dai 2 Br2 • d:z; 

(5) -. — 5- = ■ - . 

^^^ P^ \l(x — a)(x — b) (X — c)(x — d) 
Setzt man ferner QAi=^ p^ und p^'^^^y, so ist in ähnlicher Weise 

d(h 2Rr2 ' dy 



(6) 



s^^A \/(y — a)(y — b) (y — cJCy — d/ 
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Wird « 



/ v ^ "■ 



dx 

\l~(x — a) (X — h) (X — c) (X — d) 



(8) C , ''^ ^ == t; 



dy 
^ (y — a) Cy — i) (y— c) (y — d) 



gesetzt, so hat man gemäss (4) 

(9) V — u=^ h= konstant. 

Durch Umkehrung gehen aus den Integralen (7) und (8) die 
eUiptischen Funktionen 

(10) X = Ä (u)y y = X (v) 
hervor. 

Es ist also möglich, die Cosinus der Winkel «i und (h rational 
durch elliptische Funktionen auszudrücken, und man findet, dass 
die Differenz der Ärgumentej welche zu diesen Winkeln gehören^ 
konstant und unabhängig von der Lage des Inversors ist. 

2. Wie in Fig. 22 angedeutet ist, können andere gleiche In- 
versoren (OA2B2ÄB • Ä Q), (OA^Bs Ai - B^QJ-'-^n den ersten an- 
gefügt werden, wodurch das hier zu betrachtende, allgemeine 
Gelenksystem entsteht. Bei der Fortsetzung der Anfügung von 
In versoren können zwei Fälle eintreten: 1. das Gelenksystem 
wird sich nach einer gewissen Anzahl von Anfügungen schliessen^ 
d. h. der letzte der erhaltenen ^-Punkte wird sich mit dem ersten 
decken; 2. das System schliesst sich nicht. 

Um die Bedingungen für ein geschlossenes System aufzustellen, 
nehme man an, es seien n Inversoren vorhanden, so dass der 
Punkt A+i des n'^*» Inversors O^n^n^n+i • QBnToait dem ersten 
Punkt Ai zusammenfalle. Da nun das zu ai oder Ai gehörige 
Argument u ist, so wird das Argument von A2 u -\- h, das von 
Ab u-{- 2 h,...j von A+i u -\- nh sein. Da aber An-^-i mit Ai 
zusammenfallen soll, so muss, wenn 2 iv und 2 w?i die Perioden 
der elliptischen Funktionen bedeuten, 

u -\- 7ih^u (mod 2 w,2 wj 

sein. Diese Bedingung ist erfüllt, wenn 
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, / ^ 2 w 2 Wi 

h^o mod ; 

\ n n 

, ,.., , 2m-2w-\-2mi-2wi 

oder (11) h = -. — ■ ' -, 

n 

wo m und mi ganze Zahlen bedeuten. 

Gibt man daher h einen der in (11) enthaltenen Werte, so 
ist das Problem gelöst. Diese Bedingung erfordert notwendiger- 
weise eine spezielle Anordnung des Gelenksystems, ist jedoch 
durchaus unabhängig von u. Der Punkt Ai kann also irgendwo 
auf dem Kreis mit Mittelpunkt und OAi als Radius gewählt 
werden; das System schliesst sich in jedem Fall und besteht 
aus n Inversoren. 

Man kann somit den Lehrsatz aufstellen: Wenn sich ein 
Oelenksystem der beschriebenen Art mit den festen Punkten und 
Q einmal schliesst und n Inversoren enthält, so schliesst es sich in 
jedem Fäll und enthält stets n Inversoren. 

§ 15. Geometrische Transformation des 

Gelenksystems. 

Beschreibt man in Fig. 22 mit ^i, A^y A^,... als Mittelpunkte 
und r^ als Radius eine Reihe von Kreisen, so gehen zwei benach- 
barte Kreise der Reihe mit den Mittelpunkten Ai und Ai^i durch 
die Punkte Bi und B, '. Die Schliessungseigenschaften dieser Reihe 
sind augenscheinhch dieselben wie diejenigen des Gelenksystems 
und alle Kreise der Reihe berühren zwei konzentrische Kreise. 
Verallgemeinert man die so erhaltene Figur durch eine Inversion, 
so hat man das Resultat: 

Schneiden sich je zwei aufeinanderfolgende Kreise einer Kreisreihe, 
welche zwei feste Kreise Gi und O2 berührt, in den Punkten Bi und 
Bi', und liegen die Punkte Bi, B2, B^,..auf einem Kreis C3, so 
liegen auch die Punkte Bi ', B2 ', -B3 ', . - . auf einem Kreis d, Fig, 23. 
Schliesst sich eine auf die Kreise Ci, ft und Cs (oder CO bezügliche 
Kreisreihe und besteht sie aus n Kreisen, so schliesst sich jede andere 
-auf dieselben Kreise gegründete Kreisreihe und enthält auch n Kreise, 
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Durch spezielle Dispositionen und die Annahme, dass einzelne 
der gegebenen Kreise in Punkte oder Geraden degenerieren, können 
sehr viele Arten von Kreisreihen hergestellt werden. Als wich- 
tiger Spezialfall seien die Steiner sehen ^) Kreisreihen erwähnt, bei 
welchen die Kreise Ci, C2 und Gs und folglich auch Ci einem Kreis- 
büschel angehören. Degeneriert G2 in einen Punkt 0, so gehen 
nun alle Kreise der Reihe durch 0. Irgend eine Inversion mit 




Fig. 23. 

als Mittelpunkt transformiert alle Kreise der Reihe in gerade Linien^ 
welche einem Kreise C3' ein beschrieben und einem Kreise C/ um- 
beschrieben sind; d. h. begrenzte Teile dieser Geraden bilden ein 
Polygon, welches einem Kreise einbeschrieben und einem andern 
umbeschrieben ist. Die Schliessungseigenschaften dieser sogenannten 
Ponceletschen Polygone sind natürlich dieselben, wie diejenigen der 
allgemeinen Kreisreihen. Die Ponceletschen Konstruktionen können 



1) Werke, Bd. I, pp. 19—76. 



durch geometrische Transformation auch aus dem oben beschriebenen 
Öelenkeystem abgeleitet werden, wenn man r, = n setzt. 

§ 16. Spezialfälle. 

I. Reduktion des Integrals, tcenn Ti ^^r^^^r. 



Um 



h 



dx 



V (X — a) (X — b) (x~ c) (X — d) 
auf Legendres Normalform zu bringen, beachte man, dass im Falle 
der unbegrenzten Beweglichkeit 2 r > i? -\-e, oder (r — ej > (R — r), 
oder (r — eP Xfi — r)^. Aber es iat auch R -\- r '> r -\- e, und 
r -)- e > r — e, folglich Ä + 7->r-fe>r — e>Ä — r, oder 
a >■ & > c > d. In unserem Fall ist b '> x ^ c, so das3 man 
nach einer bekannten Formel ') 



dx 2 -~u /(b-d)(x- 

\l(x -a)(x- büx^c) (X - d) \f(a~-c)~(b^) ^ ß-cXx- 
mit dem Modul ki^k= ['' ~ ^"l !? " 1! hat. 
(a — c) (b — d) 

Setzt man dieses Integral, wie in (7) = u, so hat man: 



c) 



/lo, i / ^— d) (X — c) _ ( Mo- — c)(b — d) 



. \j(a — c) (h—d) 
oder, wenn „ u^^ z gesetzt i 



(14) (J-- cy (O — M/ _ 

(x~ d)(b~c) 
Daraus folgt 

__c(b^d)^d(h- 



(15) 



(b-^d)~ (b — c) SD* z' 
Für M ^ 0, X ^ c ^ (r — eP und für y findet man aus 
Fig. 22 leicht 
<16) ;/ = re + ' ~\ --= p. 



') Greenhill: EUiptic Functions, pp. -'33— 5Ü 



Dieser Wert von y gehört zu dem Argument von v =^h, denn 
-v, = h; folglich wird die Konstante h durch die Gleichung 



/ V(n-c)(b-d) 
b-d - (& - c) ana /\/(a -"c) - o) 



bestimmt. "Wird die reelle Halbperiode von snz mit 2 X be- 
zeichnet, so ist 

sn (z -f 2 Ä") ^ — an z, 
oder sn2 (s -|- 2 Z) = sns «, 

d, h. 2 AT ist die reelle Periode von sn^s, Für s ^ o, sn' z =^ o 
und a; =: (r — e)*. Für z=^ K, sn« ^ = 1 und z ^ 6 = (r -f- e)». 
Für z^^^ K, sn* z ^= und o; :^ c = (r — e)*. Um den Wert 
von X zu flndeBs wenn z ^ ^ K ist, macht man Gebrauch von 
der Formel') 
{18) sn4 = ^^4=^, 

Vl+V^ 
wo (a-&)(c-d) 

der komplementäre Modul ist. Setzt man diesen Wert für « = -j- 

in (15) ein, so folgt, 

sm\ r - f>(c-d}-^c{b — di\/k' 

^ ' (c-d)-\- (b-d)s/V 

2. Beispiel von drei Zellen. 

Um die Beziehung zwischen fl, r, e in diesem Falle zu finden, 
muss man die Periode 2 K von sd^ä in drei gleiche Teile teilen. 
Nun lautet die Beziehung zwischen sn z und sn — 



<20) sn*j 



\3su^-i{l-\-k){sn^y-^Gk{sn^)''-k^{sn^f 



|l-6Ä:(sn4)' + 4 (1+ k) ft (sn-J)'-3 A»(sn4)' 
und da sn 2 £" = 0, so wird die Bedingung für sn ^ 

') Für diese und die Für drei nud vier Zellen gebrauchten Formeln i 
Greenhill, loc. cit., pp. 220 — 121 verwieien. 
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(21) k^ (sn ^y — 6 Ä:(sn ^)' + 4 (1 + ;^) (sn ^) — 3 = 0. 



Nach (14) ist aber sn^ t± = 



2K--(y — c) {b — d) 



{y — d){b—c) 



für i^ = und 



^3 gjfj2 

nach (17) y r=re -{ — . Werden diese 'Werte und der 

Weit von K in (21) eingesetzt, so ergibt sich nach einigen Ver- 
einfachungen die Bedingung: 

(22) r = R, 

Durch -B und e ist also das Gelenkwerk vollständig bestimmt. 

In Fig. 24, welche 
dasselbe darstellt, ist 
OQ = e und OÄi = r. 
Da ü^= r, so ist auch 
AiBi ±= QBi. Ist J5i 
fixiert, so ist es k li^ht, 
die Zellen Ai Bi A^ 0, 
OA2B2AS, OAbB.Ai 
einzubauen. Aus der 
Figur geht ferner her- 
vor (?Ä -= 9^2 = i?^*, 
so dass auch QB2Ä2B1, 
A« B. Q Ä Ai B,, Q B^ Az Ä 

Fig. 24. als Zellen eines solchen 

Systems betrachtet werden können. 

4. Beispiel von vier Zellen. 

In diesem Falle sind die Werte von x und «/, wie sie aus (19) 
und (16) hervorgehen, einander gleich. Man hat also 

b {c — d) -{- c {h — d) \/¥ 
^~" (c— d)+ {b — d)\Jr' 

Setzt man in diesem Ausdruck die Werte von a, b, c, d, p 
und /c', ausgedrückt durch RjV und e ein, so folgt 

(23) 2 r2 = i?2 -f eK 

In diesem Fall ist x = p =^ r^ — e^^= R^ — r^, was auch aus. 




"^ T 
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Fig. 25 hervorgeht. Es ist darin nämUch x= QÄ2^ = 0Ä2^ — 
OQ^ = r^ — e^; ferner x=^ QB^^ — Ä2B2'' = R^ — rK 

Bei jeder Deformation bilden Ä B^ Bs B^ ein Rechteck und 
infolgedessen bleibt das System als solches unverändert, wenn 
die Punkte Bi JB3 und Ä -B4 durch direkte Stäbe Ä -B3 und B2 B^ 
verbunden werden und 

2 r = V 2 (J?2 + ^2) > R-\-e 

gewählt wird. Die Stäbe JBi ^3 und B2 B^ kreuzen einander stets 
in einem Punkt Q^ dessen Entfernung von konstant ist. 




Fig^. 25. 

4. Das offene Gelenksystem, 

Sei ein Gelenksystem gegeben, welches m Zellen enthält und 
sich nicht schliesst. Dadurch entsteht ein Winkel Am-^i OAi = (l> 
zwischen der letzten und ersten Zelle, welcher durch elliptische 
Funktionen darstellbar ist; denn 

(24) =a 



Wl+l 



«1 



ist eine Funktion des Argumentes u. 



'>fT- 



■-«^ ^ " -^TTf-' 



50 



Die Bedingung für ein Maximum oder ein Minimum des 
Winkels ist 

/or^ d0 d«>n4-i dXni-\-i da dxi 

a 2^ aXmfi du dxi du 

Nun ist nach obigem 

-r— ^= -p. und -; — =^\l{a—a){x—h){x—c)(x—d). 

dx \J—{^jo — h){x — c) du 

Werden diese Ausdrücke mit den zugehörigen Indices in (25) 
eingesetzt, so reduziert sich (25) auf 

{Xi — a) {x^ —d) = {Xm+i — a) (x^-^-i — d), 

oder ooi ^ — a^-^i ^= (a-{-d) {Xi — a;,„+i). 

Diese Bedingung ist erfüllt, wenn entweder Xi=^Xm-^i, oder 

^ + Xm-^-i -= a -\- d = 2 {R'^ -{- r^) ist Die Bedingung a^ = rc,„+i 

schreibt keine Beziehung zwischen Rj r und e vor, so dass es 

sich nur um 

xi + .'r,„+i = 2 (Ä2 + r^) 

handeln kann. Nach diesem wäre für alle Werte von m, ooi -\-Xm-^i 
konstant, was unmöglich ist; folglich gilt nur die Bedingung 
Xi = Xm-\-i . Dieser Fall kann nur zweimal eintreten, nämlich wenn 
das System symmetrisch ist zu der Axe Q, Bei einer vollständigen 
Umdrehung kann also der Winkel Äni-\-i OAi nur ein Maximum 
und ein Minimum a7inehmen, 

§ 17. Weitere Schliessungsprobleme. 

1. Wird die geometrische Transformation des in § 14 be- 
handelten speziellen Gelenksystems einer Inversion unterworfen, 
so entstehen, wie schon angedeutet, die Ponceletschen Polygone, 
Eine solche Transformation und Inversion sind in Fig. 26 im Falle 
eines geschlossenen Vierecks dargestellt. 

2. Denkt man sich nun die obigen Kreiskonfigurationen an eine 
komplexe Ebene gebunden und unterwirft dieselben einer „Kreis- 
verwandtschaft" 

, az -\- b 

cz -\- d' 
so gehen die Eigenschaften der Konformität (Isogonalität und 
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Berührung) und folglich auch die Schliessungseigenschaften nicht 
verloren. Nach einer solchen Transformation bleiben also die in 
Betracht kommenden Eigenschaften der Kreisreihen bestehen. 
Mit Hülfe der Kreisverwandtschaft lässt sich z. B. folgender inter- 
essante Satz beweisen: 

3. Gegeben sei ein System von Kreisen Ai, Ä2, As , Ak, ... 

eines Kreisbüschels mit reellen Grenzpunkten Ii und 1%, Man be- 
schreibe eine Reihe von 
Kreisen 5i , B2, Ä, - - - , 
Bn, so dass Bi einen 
bestimmten Kreis y etwa 
Au, des Systems (A) in 
den Punkten Pi und P2 
schneidet und zwei be- 
liebige aridere Kreise 
desselben Systems, etwa 
Aa und Ahy berührt. 
Der Kreis B^ schneide 
Ak in P2 und P3 und 
berühre wieder zivei be- 
liebige Kreise Ac und 
Ad von (A). Beschneide 
Ak in Ps und P4 tmd 
berühre die beliebigen 
Kreise Ae und Af von (A), u, s. w. Endlich schneide Bn den Kreis 
Ak in Pn und Pi und berühre die zwei beliebigen Kreise Ay und 
Az des Systems (A). Die Bähe der Kreise (B) schliesst sich also 
auf Ak. Wählt man denselben Kreis Ak und in derselben Reihen- 
folge die Kreise Aa, Ab, Ac, Ad, ..., Ay, Az aus (A) aus, so gibt es 
unendlich viele auf diese bezügliche Kreisrähen (B), tvelche sich 
schliessen und jeweilen n Kreise enthalteyi. 

Zum Beweise unterwerfe man die ganze Konfiguration einer 
Inversion mit dem Mittelpunkt Ii, wodurch das System (A) in 
ein System konzentrischer Kreise übergeht. Gestützt darauf liegt 
dann obige Behauptung auf der Hand. 

Berühren die Kreise {B) alle einen festen Kreis von (A)^ welcher 
speziell der Grenzpunkt Zi sei, und macht man eine Inversion 
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mit Ii als Mittelpunkt, so geht daraus Poncelets Satz über die 
geschlossenen Polygone hervor, welche alle einem festen Kreise 
einbeschrieben sind und dieselbe Anordnung von koaxialen Kreisen 
berühren. Gibt es nämlich ein geschlossenes Polygon^ so gibt es 
deren in Bezug auf dieselbe Anordnung unendlich viele. 

4. Die algebraischen Eigenschaften all dieser Konfigurationen 
wurden von A. Hurwitzi) studiert, welcher zeigte, dass sie auf 
dem Nachweis von mehr als n Wurzeln einer Gleichung n^^** Grades 
beruhen. Hat nämlich eine solche Gleichung mehr als n Wurzeln, 
so hat sie unzähHg viele Lösungen. 

C a y 1 a y 2) reduzierte alle Probleme dieser Art auf die 
Differentialgleichung 

dx dy 

worin f (x) ein Polynom vom vierten Grade ist. Auf eine solche 
Gleichung führte auch das in § 12 behandelte G^lenksystem. 3) 

1) Mathem. Annalen, Bd. XV, pp. 8 — 15 und Bd. XIX, pp. 55 — 66. 

2) Collected Mathematical Papers, On the Porism of the in- and circumscribed 
Polygon, Vol. VIII, pp. 14—21. 

3) Weitere Angaben über Schliessungsprobieme findet man in der interessanten 
und wertvollen Arbeit von Prof. Gino Loria: I Poligoni di Poncelet, discorso 
prommziato neW Universüa di Genoa. Turin, 1889. Probleme dieser Art 
wurden vom Verfasser auch zusammenfassend behandelt in Vol. I, No. 2 
der University of Colorado Studies: Applications of elliptic funetions to pro- 
blema of closure. 
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V. Rättmllcbe Geleaksysteme. 

§ 18. Allgemeines über räumliche Gelenksysteme. 

1. Die in der Einleitung gegebene Definition eines ebenen' 
Gelenksystems kann ohne wesentliche Erweiterung auf den Raum 
übertragen werden. Damit jedoch zwei Gelenkstäbe durch keine 
andere Bedingung, als in geometrischem Sinne durch einen gemein- 
samen Punkt gelenkig verbun- 
den seien, ist es notwendig, ein 
Kugelgelenk anzubringen. Nach 
Koenigs, loc. cit., p. 299, geschieht 
das am einfachsten dadurch, dass 
man die gleichlangen Enden Ä und 
B eines Durchmessers einer Kugel, 
deren Mittelpunkt den Gelenk- 
punkt dar^ellt, Fig. 27, diametral 
mit einem Kreisring K verbindet, 
der sich um AB als Axe drehen 
kann. An diesen Ring befestigt 
man die gleichlangen Enden Cund 
D eines zu AB senkrechten Durch- 
messers und lässt diese in die 
Spitzen einer Gabel G drehbar 
eingreifen; dann geht der den 
Gelenkstab darstellende Gabel- 
stiel MN stets durch den Mittel- 
punkt der Kugel und kann sich 
räumlich beliebig um diesen Mittelpunkt drehen. Auf gleiche Weise 
können andere Stäbe mit derselben Kugel gelenkig verbunden 
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werden, wodurch das Kugelgelenk oder die sogenannte „jonction 
ponctuelle" zweier und mehrerer Stäbe erreicht ist. 

4. Wie schon in der Einleitung erwähnt wurde, bewies nun 
Koenigs, dass durch artikulierte räumliche Gelenksysteme jede 
algebraische Beziehung zwischen n Raumpunkteti^ jede algebraische 
Fläche und jede algebraische Raumkurve realisierbar ist,^) 

In seinem Werke „Legons de Cinematique" sind unter andern 
Mechanismen ein Planigraph und ein Ellipsoidograph beschrieben 
zur Erzeugung der Ebene und des Ellipsoids. Obschon sich die 
Gelenkmechanismen zur Darstellung räumhcher Beziehungen im 
allgemeinen komplizierter gestalten als in -der Ebene, so existiert 
doch schon eine Reihe solcher Arbeiten, auf welche hier nur teil- 
weise hingewiesen sei. 2) Die Gelenkwerke, wie sie in den folgen- 
den Abschnitten zur Behandlung kommen, stützen sich auf die 
durch zwei Regelscharen gebildeten Hyperboloide. 

§ 19. Das Gelenksystetn der hyperbolischen 

Regelschar. 

1. Projektivische Erzeugung des einfachen Hyperboloids. 

Zwei projektive EbenenbQschel g - abc ...~/\g' - a'b'c'..., in 
welchen g und g' die Träger und aa\ bb\ cc' entsprechende 
Ebenenpaare sind, erzeugen bekanntlich ein einfaches Hyperboloid. 
Die Schnittlinien ai,&i,Ci, ... entsprechender Ebenenpaare gehören 
zu einer Schar, die Träger g und g' zur andern Schar der Er- 
zeugenden des Hyperboloids. Durch drei beliebige Paare aa\ 
bV, cc' ist die Projektivität ■ und damit das Hyperboloid voll- 
ständig bestimmt. Die Geraden ai,fei,Ci,... der ersten Schar 
schneiden auf g und g^ zwei projektive Reihen 

{ABC.) 7\ U'£'C"...) 

aus. Wählt man umgekehrt auf zwei beliebigen Geraden g und 



1) Cmnpte» Rendus, 1895, No. 36, p. 861 und No. 18, p. 981. 

2) Weinngoldt: „Ueber kinematische Erzeugung von Kegelf lachen vierter 

Ordnung", Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 52, pp. 299, 341. 
Blake: „Upon the ruled surfaces generated by the plane movement", 

American Journal of MathcTnatica, Bd. 21 und 22. 
Stäckel, P: .,Die kinematische Erzeugung von Minimalflächen", Trains- 

actione of the Amencan MaihemMical Society, Vol. 7, pp. 293 — 313. 
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g' zwei projektive Punktreihen, so gehören die Verbindungsgeraden 
entsprechender Punkte der einen Schar eines Hyperboloids an, 
während g und g' zu der andern Schar derselben Fläche gehören. 

2. Bas deformierbare Gelenkhyperboloid. 

Sei in Fig. 28 ein einfaches Hyperboloid durch die Träger g 
und g' und die drei Paare entsprechender Punkte ÄÄ', BB\ CC^ 




Fig. 28. 

bestimmt. Nimmt man dann g fest an und lässt die Strecken 
ÄC, BC, A' G\ B' 0', A A', B B\ C C unverändert, während die 
Gerade g^ sich ausserhalb des ihr auferlegten Zwanges bewegt, 
so beschreiben die Punkte A', B\ C" Kugeln, welche ihre Mittel- 
punkte in A, B, G haben. Nach einem Satze von Darbeux^) be- 
schreibt dann auch jeder andere Punkt von g^ eine Kugel, so dass 
ihr Mittelpunkt D auf g und stets 

1) loc. cit., p. 222. 



G^ffjulen ^ und ^ße^hreffjefn A\ If. <'' ÄV^'-^. '«>re** Jl\:p:dpvirtkte 
A^ H. C avf tiwr GerofletA g \ie*)^H m/ri l^p/'-r-ei» ^^v. *4r EfiripkiHtte 
A"^ b". C^ <fer /r/jf/iien ^^'. bif. *:'" «/o ^: a>v -i^^'' '^r^fd^ii. 

Es häfi'Jelt -^ich nun daruixL zu unzers'ich^zi^ was för ge«> 
rrifrtri«che G^^5talten öie veTSchi-e-i-rnen Ponkte u:>i ErzengeRdeo 
fOelenkpURkte uri<J T^x^lj^t d^s Hyp^^rt^loi'is erz<^uzea. wenn ein- 
zelne Elemente n^r^Ji^Ti gewis^sen E^ixgusgeü ucterworfen wer- 
den. Von den vielen bei dieser FragesreCiing aciftretenden Mög- 
lichkeiten .soi.en in den folgenden A't-?*:hEiaen Dur einige einfache 
Fälle behandelr werden. 

§ 20* -Das Geleoksystem des hyperbolischen 

Paraboloids. 

L Als Grundlage wählen wir f-inen räumlichen Gelenkrhombus 
0/^r^/f rnit dem iüttebtab AE.so dass OP=P(^ = QR=^RO 
und 0/;- - Pi:, i?J[ = QA ist. Die Sräbe OP und P^ sollen 
«ich stets in der Ebene Xr eines rechtwinkligen Koordinaten- 
«ysterns bewegen und die Koordinaten von Q seien <m. n. Gefragt 
wird nach den Koordinaten r.c, ^. z) des Punktes ^, wenn der 
Punkt Q (u, c) gegeben ist. 

^} Die ß^;wegliehkeit des in Fig. 28 dargestellten Systems ergibt sich auch 
daraii», da«« für ein stxures Svstem mit 12 Enotenponkten 3-12 — 6 = 30 
Htälje notwendig Bind. Da nan drei Ponkte in einer Geraden durch drei 
Stabe feiitgelegt .sind, so enthält das vorliegende Svstem 4 • 3 -(- 3 • 5 = 27 
StäU;. Da« System enthält also 30 — 27 ^^ 3 Grade der Bew^chkeit. 
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Denken wir uns OP mit g und BQ mit g' der vorhergehen- 
den Figur zusammenfallend und bezeichnen »S und T zwei ent- 
sprechende Punkte in der Projektivität zwischen g und g', so ist 

nach § 19 

(OEPS) Ä (BAQT), 

oder OE /OS BA /BT 



und da 



OE 



PE QA 



PE/ PS QA/ QT 

BA , . ^ ^OS 

1, so ist auch 



BT 



PS QT 



1. 




Q 



Fig. 29. 

Ist also S unendlich fern, so ist es auch T und die unendlich 
fernen Elemente entsprechen sich. Die durch die fünf Gelenkstäbe 
bestimmte Regelfläche ist somit ein hyperbolisches Paräboloid. 

Werden in Fig. 29 noch AB, OQ und B E gezogen und wird 
das Ganze auf die X F-Ebene projiziert, so ist B E^\0 Q,= ^ OQ; 
A'B\\B'P, = ^B'P,±_ OQ; BG\\FP,=^FP; AB ± BE; 
AA'± A'B.; PF±,OQ; AG = BG. Ferner ziehe man CD _\_AB, 
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so dass AD = BD. Nun ist 0Q = \/ü^- ^v^ und BE = ^OQ 
= \\/u^-}-vK ÄB=\lA'E'^ — BE^=~\lV b^—u^ — v\ wenn 
AE=b geset zt wird. B C= ^ FC = ^ \/0I^ — 0F\ oder 
BC = \\I^ a2 — u^ — v\ worin OP = a gesetzt ist. OD = 

VJ5 C^ — BD^^'^j \la^ — 6*. ^teo is^ der Abstand zwischen den 
Diagonalen Q und P R des Gelenkrhmnbics in dieseyn Falle 
\Ja^ — 62^ ^ilsQ konstant. 

Da Af A', C und D koncyklisch sind, so ist A' B - BC = 

1 AB^ 

\ AB^, oder Ä B =^ -z — 5-^ oder wenn obige Werte für AB 

^ * jD C 

und BC eingesetzt werden: 

(1) A'B- ^^'-'^—' 



2 V^ a2 ~ w2 — ^2 



^ ^' = V^ B^ — A B^ = ^ , also 

\/4 «2 — u2 — 2;2 



(2) 



Va 


2 62 


V462 


- W2_ 


- v^ 


j 


VTä 


i2 — -^2 . 


— v^ 




SC- 


4 6 


2 — ^2- 


-^•2 




2\/4 


«2 W2 


— ^2 




A'C — 


8 62 


- 4 «2 — 


W2 — 


v^ 








• 



A'C^ A'B — BC^ —^\l^a^ — u^ — v^ 



oder (3) 

4V4 «2 — u'^ — ^;2 

Um die Koordinaten x und y zu finden, geht man von den- 
jenigen von C aus, welche j u und ^ z; sind. Wird ferner be- 
achtet, dass ^' (7 _L ^, so ist die trigonometrische Tangente der 

Richtung von A! C gleich tan /9 = , also sin ^9 =- sin(^-|-a) 

:^cos«==: — , cos/9 = cosi— + «) = — sma = ^^-^ — 

\/?(2_^y2 V / \/^^ + ^^ 

Man hat also x = -^ u -{- A' C - co^ ß = ^u — Ä C - sin a 

y =-\ z; + .4'C . sin /9 = I ^' + ^' C . cos a. 

Setzt man darin die Werte für A' C, sin a und cos a ein, so 
kommt zusammenfassend : 
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(4) X = j Is u 



v{8b^— 4:a^ — u^ — v^y 
\J(u^ -\- v^) (4 a^ — u^ — v^)J ' 



... 1 /q 1 ^ (8 &2 — 4 «2 _ w2 — v^) 



(6) 2f = 



V(W2 _^ |,2) (4 0^2 _ ^2 _ ^,2)7 
\/a2 — fe2 . \/4 &2 _ ^'2 _ -2;2 



\/4 «2 ^2 |;2 

Daraus geht hervor, dass der Ort der Punkte A eine Fläche 
ist. Ihre Gleichung wird durch Elimination von u und v aus (4), 
(5) und (6) erhalten. Durch Quadrieren und Addieren erhält man 
aus (4) und (5) 

(7) 16 (x^ 4- y^) = iu'^ + ^2) / 9 .^ (8 &2 4 a^ - ^2 ^^ 2)2 

' ^ ' ^\ ' (W2-|-^2) (4öt2_^^.2_^2) 

Eliminiert man aus (6) und (7) (u^-\-v^), so kommt nach 
einigen Vereinfachungen als Gleichung 

(8) 4 (x^-j-y^) (a^-b^-z^) = ia^-b^-2 z^)^-\-d {a^¥-b^-a^ z'^). 

Bewegt sich also der Pu7ikt Q in der X Y-Ebene, so beschreibt 
der Punkt A eine Rotationsfläche vierter Ordnung^ deren Axe mit 
der Z'Axe zusammenfällt, 

2. Um zu untersuchen, welche Fläche irgend ein anderer 
Punkt des durch das Gelenkwerk bestimmten hyperboUschen Para- 
boloids beschreibt, wähle man auf QR oder seiner Verlängerung 
irgend einen Punkt CT", so dass UAjüQ = c = konstant ist, und 
bezeichne die Koordinaten von U mit {y\ y\ z), dann hat man 

= k und daraus x = 



X — u 1 — c 

In ähnlicher Weise ist y' =^ 4~ — ? ^' = 



l—c ' 1— c • 

Setzt man hierin die Werte (4), (5) und (6) für ^r, y und z 



ein und 



8 &2 _ 4 a2 — ^2 _ ^2 



■ \J{u^ -}- v^) (4 a2 — ?^2 _ ^2) 
so kommt 

, _ (3 — 4 c) u — kv 

^ ^ "~ 4(1-0 
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^^^^ ^ 4 (1 — c) ' 

(11) 2?' = ^^^—^^ ' \/^b^ — u^ — v^ 

(1 — C)\/4 a2— W2_^;2 

Die Gleichung der von U beschriebenen Fläche geht aus (9), 
(10), (11) durch Elimination von u und v hervor. Durch Quadrieren 
und Addieren von (9) und (10) folgt 

(12) 16 (1 — c)2 ix''^ + z/'2) = { (3 — 4 6')2 -f k^ ) (n2 -f- 1^2) .- 

o . . 4ö2(a2 — &2) — 4a2(l — c)2£;'2 
Nun ist aus (11) z.2 ^ ,2 _ ^^,__^, „ ^ _,),^., . 

Wird dieser Wert in k und in (12) eingesetzt und verein- 
facht, so ergibt sich die Gleichung: 

(13) 4(l-C)2(A'2-j-2/'2)[a^2_J!)2_(l_c)2 2?'2] 

= [a2-&2_2(l-C)2^'2]2_[_(3__4^)2[^2ft2_ö4-a2(l-C)2;2f'2]^ 

welche auch eine Rotationsfläche vierter Ordnung darstellt. Wählt 
man auf der Erzeugenden ÜG einen beliebigen Punkt F, so dass 
V TJj VG = ci = konstant ist, so findet man durch eine ähnliche 
Rechnung wie für U als Gleichung der von V beschriebenen Fläche 

(14) 4 (1 - C)2 (1 - Ci)2 (j;2 + ^2) [^2__ 62_ (1 _ c)2 (1 _Ci)2 z^] 

= [(a2~&2) (l_c^ _|_ 2 CCi)^2 (1 -C)2 (l-6'i)2 02]2 

+ (3--4 C-Ci-\- 2 6^1)2 [&2 (a2_62)_^2 (1 _c)2(l _cJ2 2;2]. 

Da diese Gleichung auch von der vierten Ordnung ist, so 
lässt sich der Satz aufstellen: 

Werden zwei Stäbe eines hyperbolischen Gelenkparaboloids ge- 
zwungen, sich in einer festen Ebene zu bewegen^ und dreht sich 
einer der Stäbe um einen auf ihm liegenden festen Punkt, so be- 
schreibt jeder Punkt des sich deformierenden Paraboloids eine Ro- 
tationsfläche vierter Ordnung, Die Axen aller dieser Flächen fallen 
zusammen und sind senkrecht zu der Ebene der beiden Stäbe, 

3. Beschreibt der Punkt Q in der XF-Ebene irgend eine Kurve 
mit der Gleichung/* (w, v) = 0, so wird der Punkt T" eine auf der durch 
(14) gegebenen Fläche gelegene Raumkurve beschreiben und seine 
Koordinaten lauten auch nach der in (14) angedeuteten Rechnung : 
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(15) 



X = 



y = 



j2: = 



(3 — 4 c-Cx-\- 2 cci) u Vl«^2+^^) (* a^-u^- v^) 
' -^;[8&2_4a^+4a2Cl(l-2c)~(l4-Cl-cCl)(^^2-|-t;2)] 

4(l-c) (1-Ci) \/(w^+v^)(4a2~'2^2~'y2) 
(3-4 c~Ci+ 2 cci) -y \/(«^^+^^) (4a2~w2_^2) 

-f-t/[8&2-4a2-^4^2^(l-2c)-(l-}-gi-CCi)(^^2.j->;;2)] 

4(l-c)(l-ci) V(w8+^;2)(4a2-w2_^2) 



{l-c)\-c^)\l4:a^-u^-V2 

Die durch F gehenden Geraden des Paraboloids erzeugen 
zwei durch Z' (t^, ?;) = bestimmte Regelflächen, welche sich in 
der von V beschriebenen Raumkurve durchdringen. Da F jeweilen 
durch ein Wertepaar {c, Ci) bestimmt ist, so bilden alle Flächen 
von der Form (14) eine Flächenkongruenz. In gleicher Weise 
beschreiben alle Punkte des Paraboloids für f (w, ^) = eine Raum- 
kurvenkongruenz. Auf die Eigenschaften dieser Kongruenzen in 
ihren mannigfaltigen Gestaltungen soll hier nicht näher ein- 
getreten werden. 

4. Eine etwas andere, aber ähnliche Form gewinnt die Unter- 
suchung über das Gelenkparaboloid, wenn der Punkt P als Ko- 
ordinatenanfangspunkt gewählt wird und PO und PQ sich in der 
XY-Ebene um P drehen. Es sei hier bloss erwähnt, dass in 
diesem Fall der Punkt R die Rotationsfläche vierter Ordnung mit 
der Gleichung 
(16) (x^ + y^) [4 {a^ — b^) — z^] = z^ ist. 

§ 21. Das Gelenksystem des einfachen 
Rotationshyperboloids. 

1. Nach § 19 gilt die Deformierbarkeit auch für das Gelenk- 
system des einfachen Rotationshyperboloids, wie es in Fig. 30 
abgebildet ist. Zuerst soll der Fall untersucht werden, wo die 
Axe des Hyperboloids mit der X-Axe zusammenfällt. Die Enden 
der Erzeugenden seien alle gleich weit nach oben und unten vom 
Kehlkreis entfernt, so dass für eine fixe Stellung des Hyperboloids 
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alle Erzeugenden als gleichlange Sehnen eines Kreises auf die XF- 
Ebene projiziert werden. Zudem ruhe das System während der 
Deformation stets auf der XY-Ebene auf. In Fig, 31 sei A'B' die 
Projektion einer der Erzeugenden, dann bleiben bei jeder Defor- 
mation die Positionen des Gelenkhyperboloids einander ähnlich. 
Durch eine Projektion gehen nämlich die Verhältnisse der Abstände 




Fig. 3,. 

der Gelenkpunkte auf einer Erzeugenden nicht verloren. Eine 
solche Deformation ist durch die Projektion Äi^ Bi'you Äi JBi, einer 
neuen Lage von AB angedeutet. Ist etwa P ein Gelenkpunkt 
zweier Erzeugenden AB und CD, so sind die Projektionen der 
neuen Lagen Ai Ä und Ci A mit ihrem Schnittpunkt Pi ähnlich 
und ähnhch gelegen zu A' B' und CD 'mit ihrem Schnittpunkt P'. 
Bei jeder Deformation ist somit <![ A' B^ = konstant. Sei nun 
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p die Länge des Stabes AB^ e der Abstand OM von und A'B\ 
u und V die Koordin aten von A\ r, s und ^ die Koordinaten von 
jB, ferner e/\/^^+^^ = cos ^ OC = cos a = c = konstant ; dann 
hat man aus der Figur:^'B' = 2\/]4 0»-e» = 2\/(l-c^) (w^ + w*). 
e = ß — = 9O — a — CP ; sin ö = cos (a + ^) = cos a • cos </^ 
—sin a sin (P; cos 6 = sin (a-f- 0) = sin « • cos <P-\-8m • cos a, oder 



<1) 



<2) 



sin 6> = 



C2/ 



Vw^-f-^ 



2 



cos 6 



\/l — c^ • w -f- C t' 



(3) 

{4) 

<5) 



Nun ist r = u — A' B • cos ö, s = t^ -j- ^'£' . sin 0, oder 

r = (2 c^ — 1) . ?/ — (2 c Vr-^) • V , 
8 = {2 c VT^'c^) u-\-{2c^ — \)Vy 
t = Vi?^ — Ml — c^) (w2 -f^2) . 

Wird P so gewählt, dass PBjPA = /r, also 



X 



y — s ^ z — t , , r 

== A; — - — = U, also ^ = 






X 

kv 



u 



z = 



t 

y — v ' z ' 1 — k ' " l — k''^~ l—k 

ist, so wird schliesslich nach einigen Vereinfachungen: 

2 G \/r— 



(6) 



<7) 



<8) 



X = 



y = 



z = 



{2c^ — k — l) u 



C^ ' V 



1—k 



2 c\/l — c^ ' u -^ (2 c^ — k — 1) V 



1—k 



\/p^ — 4: (1— c2) (u^-]-v^) 



1 — k 

Um die Gleichung der von P beschriebenen Fläche zu erhalten, 
muss man hieraus u und v eliminieren. Durch Quadrieren und 
Addieren ergibt sich aus (6) und (7) 

<9) (1 — k)^ {x^ 4- y^) = [(1 -f /i:)2 _ 4 kc^] {u^ + v^) . 



Aus (8) folgt (10) u^ + v^ = 
<10) in (9) gibt 



P' 



(1 — k^) z^ 



4 (1 — c2) 



(1 1) (1 — A}= (x^ + y^) = — '^ ^ _ ^,^ [iJ^ ■ 

oder 
(12) 



4 (1 — ft)» (1 — cä) 4 {1 — M^ (1 — c=) 

In dieser Gleichung ist 4 fec^ <; 4 fc, also (1 -|- 2 
>{1 — 2 Ä: + k^l >(1 — k)-^ ; ferner sind auch (1 - 
st«ts positive Grössen. Sämtliche Nenner in C 
positive Grössen und man hat den Satz: 

Wird in einem gelenkigen Rotationshyperbolm 
ujce festgekaüen und beschreibt ein Punkt desselben e 
recht zur Botatiomaxe, so beschreibt jeder andere Pi 
boloids ein Botationsellipsoid mit derselben Rotation- 

Um zu erreichen, dass die Äse des Rotatioi 
fest bleibt, kann man zwei diametral gelegene G 
der XF-Ebeue durch das Gelenksystem (0123456) 
in gleicher Entfernung von halten. 

Beschreibt A ii^end eine Kurve, ao beschre 
(6) und (7) eine dazu ahnliche Kurve. Wenn also 
durchläuft, so geschieht das auch mit.P*, und de 
schreibt eine zu der XF-Ebene senkrechte Ellipse, 
A und folglich auch P' auf einem Kegelschnitt, s 
auf dem Ellipsoid eine Raumkurve vierter Ordnu 
da ja dieselbe auch als Durchdringung eines Cyl 
Ordnung und eines Elllpsoids erscheint. Besonders 
Fall herzustellen, in welchem A sich auf einem K 

Der Gden/cmechanismus des einfachen Hotati 
gestaitet also die kinematische Erzeugung von Rauri 
Ordnung erster Art. 

2. Wälirend Ä in der XY-Ebene eine Kurve 
beschreibt, durchläuft F auf dem Rotationsellipsoid e 
2 n""' Ordnung. Jede Erzeugende, z. B. A B, beseht 



Um die Gleichungen der Geraden ^ß zu erha 
man aus (6), (7) und (8) k und erhalt: 



